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Notions élémentaires sur les points cycligues

On considere un plan a¢ne réel TT de direction I’espace vectoriel E. On suppose que ce plan et E sont munis
d’une structure euclidienne.
On peut alors complexi..er TT et E,rappelons rapidement comment.

0.1 Complexi..cation

On note E. I’ensemble EZ muni des lois suivantes :
(X, Y) + (X, Y) = (X+X,Y+Y)
(a+1b) x (X,Y) = (aX — bY,bX + aY)
Ces deux lois conférent a E. une structure de C espace vectoriel, structure qui prolonge celle de E .
E s’identi..e a I'ensemble des vecteurs (X,0) (un tel vecteur est dit réel), on a alors (X,Y) = (X,0) +1(Y,0), ce
qui justi..e la notation

(X,Y) =X+1iY

Le vecteur X —1iY est dit conjugué du vecteur X + Y.
Lorsque E est de dimension ..nie, E. est aussi de dimension ..nie et de méme dimension (le premier sur R, le
second sur C ). Une base est dite réelle si tous les vecteurs qui la constituent le sont. Un vecteur est réel si ses
coordonnées dans une base réelle le sont.

Toute forme bilinéaire sur E se prolonge a E. par @ (X +1iY, X' +1Y') = @ (X, X )—@ (Y, Y )+ilo (Y, X)) + ¢ (X, Y')].
Ceci permet de prolonger le produit scalaire de E (lorsque celui ci est muni d’une structure euclidienne).
En particulier le carré scalaire de (X + iY) est ||X||* — [|Y||* +2iX - Y. On dé..nit alors les repéres orthonormé de
fécon naturelle.

0.2 Vecteurs et droites isotropes

De..nition 1 Un vecteur est dit isotrope su son carré scalaire est nul.

Considérons un repére orthonormé réel (O,1,j) . Le produit scalaire des vecteurs i+ (j et o’i+ p’j est alors
a’ + BB’. Un vecteur i+ Bj est donc isotrope si o 4+ p2 = 0. Ceci conduit & poser la dé..nition suivante :

De...nition 2 Une droite est dite isotrope si elle admet un vecteur directeur isotrope, i.e. si en repére orthonormé
son coeCcient directeur est +i.



Ce qui est remarquable, c’est que cela ne dépend pas du repere orthonormé! De plus par un point M
donné il passe donc deux droites isotropes.

On peut maintenant introduire la notion de points cycliques. On considére maintenant la complétion projec-
tive de TT qui est aussi complexi..6. Le choix d’un repére de TT donne un systeme de coordonnées homogénes du
complété projectif (si R est un tel repeére, le point M de TT de coordonnées (x,y) a pour coordonnées homogéne
(x,y,1), le point a I'in..ni de la droite de vecteur directeur u = (x,y) a pour coordonnées homogeéne (x,y,0)
On a alors la

De..nition 3 Les points cycliques sont les points a I’in..ni des directions des deux droites isotropes.

Les points cycliques I et ] sont donc les deux points de la droite & I'in..ni qui admettent pour coordonnées
homogenes les triplets (1,1,0) et (1,—1i,0) ceci pour tout choix du repére orthonormé de TT.

0.3 Interprétation de I’orthogonalité

On choisit un repére orthonormé (0,1,j) de TT.
Considérons deux droites D et D’ non paralléles de TT de vecteurs directeurs u = o+ pj et u/ = o'i+p'j. Soit M
le point d’intersection de D et D’ et A, A’ les deux droites isotropes issues de M. Le birapport p = (D, D', A, A’)
xo +BR —1(af’ — pot)
xod +BR +1(ap — por)
Proposition 4 Les deux droites D et D’ sont orthogonales si et seulement si elles sont conjugués harmoniques
par rapport aux isotropes menée par leur point d’intersection.

calculé en coupant par la droite a I'in..ni donne p = . On a donc le résultat suivant

Considérons maintenant une conique C de TT, son équation homogénéisée est de la forme ax? + by? 4 cz? +
dxy + eyz + fzx (avec a # 0 pour avoir une conique).
C passe par les points cycliques si et seulement si

a—b+di = 0

a—b—di = 0
Ce qui est équivalent a a = b et d = 0. L’équation dans le plan euclidien TT est donc de la forme a (x2 +y2) +
ey + fx ce qui est I'’équation d’un cercle.

Proposition 5 Les coniques du complété projectif qui passent par les points cycliques sont les cercles de TT (ou
éventuellement la réunion d’une droite et de la droite a I’in..ni ).



